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焦石坝地区页岩Cole-Cole模型参数的快速计算方法

刘智颖 1,2，张柏桥 1，许 巍 2，罗 兵 1，李铭华 1，黎 伟 1

（1.中国石化江汉油田分公司勘探开发研究院，湖北 武汉 430223；2.长江大学地球物理与石油资源学院，湖北 武汉 430100）

摘要：利用不同频率的电源下测量的岩心复电阻率，计算Cole-Cole模型中的4个模型参数（ρ0、m、τ和 c），是岩心复电阻率

频谱实验中重要的非线性寻优问题。然而，在焦石坝地区，参数τ很小，参数 c变化范围大，使得最小二乘法寻优程序难以

收敛。针对该问题，对寻优程序的初始值预估算法和最优迭代步长进行了研究。改进后的最小二乘法寻优程序，收敛速

度明显加快，并且很好地避免了原有程序中参数 τ值超出定义域而产生的计算错误的问题。研究表明，根据Cole-Cole模
型函数的极值性质和渐近性质，可以直接求解参数τ，并且可以得出其余3个模型参数很好的迭代初始值。此外，将最小二

乘法误差函数的梯度计算公式展开为泰勒级数，可以获得最优迭代步长，大幅提高算法收敛速度。
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A fast computing method for rock electric parameters of Cole-Cole model in Jiaoshiba Zone
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Abstract: Calculation of 4 parameters, ρ0, m, τ and c, of Cole-Cole model by complex rock core resistivity data measured with
multi- frequency is an important nonlinear optimization problem in rock core complex resistivity experiments. However, in
Jiaoshiba Zone, a very small τ and c with big value range cause the difficulty of the convergence of optimization program. Therefore,
the initial value determination and optimized iteration step have been studied. The improved program performances well on the
speed of convergence, and avoids the calculation failure caused by out-range of the parameter τ. The study indicates that according
to the maximum property and asymmetry property, the parameter τ can be obtained directly, and good iteration initial values of the
rest 3 parameters can be obtained either. Meanwhile, by transforming the error function to be Tyler series, the optimized iteration
step can be obtained and the convergence speed can be upgraded significantly.
Key words: Cole- Cole model, least square method, gradient descent algorithm, iteration initial value estimation, optimized
iteration step, shale in Longmaxi Formation

Cole-Cole模型是由 PELTON等人于 1932年提

出的泥页岩孔隙电流传导模型[1-2]，主要用于描述泥

页岩复电阻率随交流电源频率变化。标准的Cole-
Cole模型包含 4个参数，即 ρ0、m、τ和 c。这些参数可

以反映页岩的孔隙结构、矿物组分等特征[3-4]。如何

利用岩心复电阻率频谱实验数据快速、准确地求出

这4个参数，是重要的研究课题。

通常，最小二乘法程序的寻优算法有模拟退火、

遗传算法及梯度下降算法等。虽然模拟退火、遗传

算法等全局寻优算法可以有效避免陷入局部极小值

的问题[5-7]，但其运算速度难以保证。相比之下，采用

梯度下降算法更能保证运算速度和收敛性 [8-9]。然
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而，过多的参数不仅造成巨大的运算量，而且增加了

迭代算法陷入局部极小值的可能性。为了降低

Cole-Cole 模型的复杂程度，PELTON 和 MADDEN
等[1,10]根据常见储层的极化作用的类型及其特点，对

标准Cole-Cole模型进行了简化，将参数 c给定为1/4、
1/2等值。这样，最小二乘法的寻优参数只剩下 ρ0、

m和τ这3个值，提高了运算速度。大量的实践表明，

前人提出的Cole-Cole简化模型在许多地区的应用

效果良好。然而，实际岩心复电阻率资料表明，焦石

坝地区 c值的变化范围较大，不能将参数 c设为恒定

值。同时，该地区参数 τ的数量级相较 ρ0、m和 c很

小，造成最小二乘法中的梯度下降算法难以保证一

致收敛性，严重降低了收敛速度，甚至导致无法收

敛。也就是说，此时梯度下降算法是病态的[11]。具体

表现在：寻优过程中，τ的迭代值会出现负值，超出其

定义域，导致程序计算错误而无法收敛。如果简单

地将搜索步长 s减小，虽然可以解决该问题，但程序

计算速度严重减慢。

针对上述问题，通过从极值和渐近性质两个方

面对标准Cole-Cole模型函数进行深入分析，给出了

参数 τ的一种简便计算方法，以及 ρ0、m和 c这 3个参

数的迭代初始值预估算法。不仅使得最小二乘法寻

优参数由原来的4个减少为3个，而且给出了ρ0、m和

c的初始值，从而有效改善了程序收敛性。同时，还

对梯度下降法的迭代步长进行了改进，给出了最优

步长。通过以上两项优化，程序的运算性能明显提

高。以焦石坝地区某井的岩心复电阻率频谱数据为

例，对改进前和改进后的程序运算速度进行了对

比。对比结果表明，在相同的计算精度要求下，改进

后的计算程序的迭代次数下降幅度较大，计算速度

显著提高。

1 参数的迭代初始值预估算法

选取合适的迭代初始值，对于改善程序的收敛

性有很大的帮助。本文给出了 ρ0、m、τ和 c这 4个参

数的初始值预算法，其中参数τ的初始值即为其寻优

结果，因而以上4个寻优参数简化为3个。

1.1 标准Cole-Cole模型简介

标准 Cole-Cole模型函数描述了岩心复电阻率

的实部和虚部随电源频率的变化情况[12]。形式如下：

ρ = ρ0
é

ë
êê

ù

û
úú1 -mæ

è
ç

ö

ø
÷1 - 1

1 + (iωτ)c （1）
式中：ρ为岩心复电阻率，Ω·m；ρ0为直流电阻率，Ω·m；

m为极化率；i为虚数单位；ω为交流电源的角频率，

rad/s；τ为极化弛豫特征时间，s/rad；c是一个与极化

类型有关的数[1]。

1.2 模型函数的极值及渐近性质

为了给出待求参数 τ、ρ0、m、c初始值的预估方

法，从极值和渐近性质两个方面对式（1）进行了

分析。

将式（1）展开，并令 A = sin cπ2 ，B= cos cπ2 ，

x = (ωτ)c ，则式（1）化为：

ρR = ρ0(1 -m)+ ρ0m
1 + xB

1 + 2Bx + x2 （2）
ρI = ρ0m

-xA
1 + 2Bx + x2 （3）

式中：ρR 和 ρI 分别是岩心复电阻率ρ的实部和虚部。

现有研究表明，ρI（ω）曲线有一个极小值点 [2]，

首先对此极小值点的位置进行了分析，可以看出，用

驻点法求式（3）极小值将导致求导运算烦琐，为此，

应用不等式法求出了 ρI（ω）的极值及极值点的位置。

令 f ( )x = -xA
1 + 2Bx + x2 ，则有 ρI = ρ0mf ( )x 。取 ρI

的倒数有：

1
ρI

= 1
ρ0m

1
f ( )x

= 1
ρ0m

1 + 2Bx + x2

-xA
（4）

对于 c∈（0，1）[1]，可以看出 A和 B均大于 0。因

此，应用重要不等式得：

-1
f ( )x

= 1
xA

+ 2B
A

+ x
A
≥
2(B+ 1)

A
（5）

当且仅当：x=1时取等号。

将式（5）代入式（4），并应用复合函数增减性原

理可得：

ρI ≥ -ρ0m
A2(B+ 1) （6）

当且仅当：x=1时取等号。

考虑到 ∀c ∈（0，1）有 x是ω的单调增函数，则当

ωτ = 1时 ρI 取极小值。即当 ω= 1
τ 时，式（1）的虚部

ρI 有且仅有一个极小值点。

然 后 ，对 式（2）的 性 质 进 行 分 析 。 令

g( )x = 1 + xB
1 + 2Bx + x2 ，则有：

1
g(x) = 1 + 2Bx + x2

1 + xB =
( )1 +Bx +(Bx + x2)

1 + xB = 1 + Bx + x2

1 + xB （7）
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令 h( )x = Bx + x2

1 + xB ，则对于 ∀x > 0 ，有：

h( )x = B + x1
x
+ B

（8）

显然h（x）是单调递增函数。应用复合函数增减

性原理可得，ρR 是 x（或 ω）的单调递减函数，没有极

值点。此外，对于x=0的值和x→∞的渐近性质有：

当x=0时，ρR =ρ0 （9）
当x→∞时，根据洛毕达法则不难得出：

lim
x→∞ ρR = ρ0(1 -m) （10）

最后，对式（2）和式（3）在x=0处的导数进行了计

算。得出：

|
|
||

d(ρR)dx
x= 0

= -Bρ0m ; |
|
||

d(ρI )dx
x= 0

= -Aρ0m （11）

1.3 初值预估方法

根据前面的分析，结合本文使用的测量岩心复

电阻率的阻抗分析仪TH2839A的工作频率，提出了

τ、ρ0 、m、c这 4个参数的初始值预估方法。文中将

ρ0 、m、c的初始值记作 ρ
(0)
0 、m(0)、c(0)。

TH2839A的工作频率范围是 20 Hz ~ 4 MHz，可
以输出101个频率下的岩心复电阻率数据。

1.3.1 参数τ的计算

先利用岩心复电阻率频谱实验数据绘制实部

和虚部的频谱曲线，找出虚部曲线的极小值对应的

交流电角频率值（记作：ω0），然后取 ω0 的倒数即

可确定 τ的初始值。根据式（6），此方法可以求出 τ

的严格解，因此，将这样求得的初始值直接视为 τ的

寻优结果。

求 ω0 的具体方法是：先在仪器输出的 101个岩

心复电阻率的虚部值中找出最小值，然后提取与该

最小值相邻的两个工作频率的复电阻率虚部值，再

将这 3个虚部值及其各自对应的 3个工作频率拟合

为二次函数，最后利用二次函数的极值公式求出其

极小值点对应的角频率（图 1）。图 1中蓝色点是测

量的复电阻率虚部的最小值，该值不一定是严格的

虚部最小值；绿色点是与之相邻的2个数据点。虚线

是二次拟合函数，其极小值对应的角频率即为 ω0 。

实际算例表明，可以将该方法求出的 τ值作为 τ

的寻优结果。精度完全满足要求，无需将τ代入最小

二乘法寻优程序中。

1.3.2 ρ0 和m的迭代初始值

根据式（9）可以看出，可以选取 20 Hz时的复电

阻率的实部值作为 ρ
(0)
0 。算法为：

ρ
(0)
0 = |ρR f = 20 Hz （12）

将 4 MHz 下的复电阻率实部值 |ρR f = 4 MHz 看作

lim
x→∞ ρR ，并代入式（10），则有：

m
(0)
= 1 - |ρR f = 4 MHz

ρ
(0)
0

（13）

1.3.3 c的迭代初始值

由式（11）可以看出，由于A和B都是 c的函数，因

此，只要知道
|
|
||

d(ρR)dx
x= 0

和
|
|
||

d(ρI)dx
x= 0

，即可确定 c的值。

|
|
||

d(ρR)dx
x= 0

和
|
|
||

d(ρI)dx
x= 0

可以根据最小的 2个工作频率

（20 Hz和22.6 Hz）下测量的复电阻率值，应用差分法

求出。这样，式（11）即为一个关于 c的方程组，方程

组的解即可作为 c的迭代初始值 c(0)。

考虑到 ρ
(0)
0 = |ρR f = 20 Hz ，则有：

|
|
||

d(ρR)dx
x= 0

= -Bρ0m≈ -cos cπ2 ρ
(0)
0 m≈

-
ρ

(0)
0 - |ρR f = 22.6 Hz

(2π × 22.6 × τ)c - (2π × 20 × τ)c
（14）

|
|
||

d(ρI )dx
x= 0

= -Aρ0m≈ -sin cπ2 ρ
(0)
0 m≈

-

|
|
||ρI f = 20 Hz - ρI
f = 22.6 Hz

(2π × 22.6 × τ)c - (2π × 20 × τ)c
（15）

将式（14）和式（15）联立为一个关于 c的非线性

超定方程组可以证明，在 c∈（0，1）区间中，该方程

组必存在一个最优解。

由于无须严格求解 c的值，因而采用枚举法，从

二次拟合函数的极值点

τ =1/ω0

ω0

ω

ρI min

ρI 测量的虚部最小值
与蓝色相邻的数据点
其他数据点
实际的虚部最小值

图1 ω0 计算方法

Fig. 1 Computing method of ω0
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0.1，0.2，…，0.9这 9个值中进行试探。这样，仅需 9
次计算，即可找出最符合式（14）和式（15）的 c值，作

为迭代初始值 c
(0)

。

2 用最小二乘法求ρ0、m和 c

最小二乘法程序通过搜索误差函数的最小值来

确定待求参数的值。构造了如下误差函数（式 16），

该式为不同电源频率下式（1）算出的岩心电阻率的

实部和虚部（ ρRi
、ρIi

）与实际测量的岩心电阻率的

实部和虚部（ηi 、μi）之差的平方和。

然而，尽管寻优的目标函数是式（16），但其不适

合用于描述迭代的精度。这是由于对于完全相同的

计算精度，如果N越大，则式（16）的值越大，这样不

利于检验算法的计算精度。因此，用相对误差式

（17）作为判断迭代精度的标准。

ε =∑i = 1
N εi =∑i = 1

N [ ](ρRi
- ηi)2 + (ρIi

- μi)2 （16）
εr =∑i = 1

N εir =∑i = 1
N é

ë
êê

ù

û
úú

|

|
||

|

|
||
ρRi

- ηi

ηi

+
|

|
||

|

|
||
ρIi

- μi

μi

（17）
式中：ρRi

和 ρIi
分别表示式（1）计算出的第 i个电源

频率下岩心复电阻率的实部和虚部，ηi 和 μi 分别表

示实际测量的第 i个电源频率下岩心复电阻率的实

部和虚部，N为实验仪器的频率的个数。

2.1 改进前的梯度下降法

假设程序已经搜索至第k步，当前的参数值分别

为 ρ0(k)、m(k)、c(k)和 τ(k)。此时，式（16）的值及其梯度分

别为：

ε
(k)
=∑i = 1

N {[ρ(k)
Ri
- ηi]2 +[ρ(k)

Ii
- μi]2} （18）

ε
(k)
= ( ∂∂cε

(k)
, ∂∂mε(k)

, ∂∂ρ0
ε(k)

, ∂∂τε
(k))T （19）

式中：ρ
(k)
Ri
= ρRi

(ρ(k)
0 ,m

(k)
,c

(k)
,τ

(k)) 、ρ
(k)
Ii
= ρI i

(ρ(k)
0 ,m

(k)
,c

(k)
,τ

(k))
分别表示根据第 k步值 ρ0(k)、m(k)、c(k)和 τ(k)计算出的式

（1）的实部和虚部。上角标T表示转置。

令 r(k)
= (ρ( )k

0 ,m
( )k
,c

( )k
,τ

( )k ) ，搜索步长为 s，则第 k+1
个参数值可用式（20）求出[13-14]：

r(k + 1)
= r(k)

- s ε
(k)

（20）
此时，式（19）的值为：

ε
(k + 1)

= ε(r(k + 1))= ε(r(k)
- s ε

(k)) （21）
一般给定一个较小的搜索步长 s（本文取 7.0×

10-5），即可使得迭代序列 {r(k):k = 0,1,2, .....} 收敛到 4

个待求参数ρ0、m、c和τ的精确结果。

2.2 对迭代步长的改进

为提高程序运算速度，直接用 1.3.1节中的方法

求出τ，并对迭代步长 s进行了改进。

仍然假设程序已经搜索至第 k步，在 r(k)
的邻域

δ(ρ(k)
0 ,m

(k)
,c

(k)) 内将式（21）展开为泰勒级数，可用于表

示 ε(r(k + 1))的近似值。

ε(r(k + 1))= ε(r(k)
- s ε

(k))
≈ ε(r(k))- ε

(k)T s ε
(k)
+ 12 s2 ε

(k)TH ε
(k)

（22）
其中：

H =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
∂2ε(k)

∂c2
∂2ε(k)

∂c∂m ∂2ε(k)

∂c∂ρ0
∂2ε(k)

∂c∂m ∂2ε(k)

∂m2
∂2ε(k)

∂c∂ρ0
∂2ε(k)

∂c∂ρ0
∂2ε(k)

∂m∂ρ0
∂2ε(k)

∂ρ0
2

下面给出 ∂2ε
(k)

∂c2 的计算公式，其余元素的计算方

法类似，不做赘述。

∂2ε
(k)

∂c2 =∑
i = 1

N ì
í
î

ï
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ü
ý
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è
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ø

∂∂c ρ
(k)
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2
+ 2( )ρ
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Ri
- ηi
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êê
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úú
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∂x2
æ
è
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ø

∂x∂c
2
+
∂ρ(k)

Ri∂x ∂2x
∂c2 +

∑
i = 1

N ì
í
î

ï

ï

ü
ý
þ

ï

ï
2æ
è

ö
ø

∂∂c ρ
(k)
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∂x∂c
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Ii∂x ∂2x
∂c2 （23）

式中：x的定义与式（2）或式（3）相同。

由式（22）可以看出，第 k+1 步的误差函数值

ε(r(k + 1))可以用一个关于搜索步长 s的二次函数近似表

示。这表明，只要 s取值范围足够小，使得式（22）与

ε(r(k + 1)) 的差别不大，式（22）将存在极小值。也就是

说，选择最优的迭代步长，可使得误差函数式（18）下

降幅度达到最大。该最优迭代步长（记作 s0）可由式

（22）的一阶导数确定[15]。

dds ε(r
(k + 1)) ≈ - ε

(k)∙ ε
(k)
+ s ε

(k)TH ε
(k)
= 0

⇒ s = ε
(k)∙ ε

(k)

ε
(k)TH ε

(k) ≡ s0 （24）
显然，如果矩阵H是正定矩阵，则 s0必然给出式

（22）的极小值[16]，满足最优搜索步长的条件。

然而，如果直接将 s0设定为搜索步长，可能存在

两个问题：①如果H是非正定的，s0就有可能小于 0，
而完全根据数学定义检验H的正定性又是十分烦琐

的；②当 s0 过大时，式（22）的值将不再近似等于

ε(r(k + 1))，造成 s0不再是最优的搜索步长。本文采用了

Δ Δ Δ Δ
Δ
Δ Δ

Δ

Δ

Δ

Δ

！

Δ
Δ Δ Δ Δ
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一种较为简单的确定搜索步长的方法。

事实上，通过观察式（22）不难发现，即使H不是

正定矩阵，只要 s取得足够小，序列 {r(k):k = 0,1,2, .....}
仍然是收敛的。

当 s=0时：dds ε(r
(k)
- s ε

(k))= - ε
(k)∙ ε

(k)
< 0 （25）

式（25）表明，只要 s足够小，就有 ε(r(k + 1)) < ε(r(k)) 。
说明即使用式（24）求出的 s0<0，不能作为迭代步长，

但此时只要给一个较小的搜索步长 s即可，本文选择

1×10-7。

综上所述，以 1×10-7作为判断 s0大小的标准，若

s0>1×10-7或s0<0则取s=1×10-7，若0<s0<1×10-7则取s=s0。

3 计算实例

将改进前的算法和改进后的算法用于焦石坝地

区某井的岩心复电阻率频谱数据处理，计算出了 ρ0、

m、τ、c 4个参数。下面以焦石坝页岩气田某区块的

8XX井中 2号样、18号样、23号样为例，说明不同算

法的计算效果。岩心钻切档案资料见表1，实验测量

的复电阻率频谱数据见图2中的数据点。

编制了3个最小二乘法计算程序：第1个程序是

将迭代步长设为定值（1×10-7），并随机给定迭代初始

值；第2个程序采用了2.2小节描述的最优步长算法，

但迭代初始值同第1个程序；第3个程序同时采用了

文中的迭代初始值预估方法和最优步长算法。3个
程序迭代计算过程中的相关参数见表2—表7。用第

3个程序求出的 4个参数绘制的复电阻率频谱曲线

见图2中的实线。

可以看出，在相同的相对误差条件下，虽然程序2
（表4、表5）比程序1（表2、表3）在总迭代次数方面虽

然有一定进步，但算法收敛性仍然不佳，无法满足实

际生产的要求。算法3（表6、表7）不仅收敛性很好，

而且迭代次数大幅减少，程序运算速度显著提高。

样
号

2

18

23

组

龙马溪

龙马溪

龙马溪

取心
深度/m
3 566.60

3 636.60

3 558.65

层位

9

3

浊积砂

岩性描述

黑色页岩

黑色页岩

泥质砂岩

钻切
方向

垂直
层理

垂直
层理

无层
理

岩心规格/cm

柱样：ϕ24.48×36.55

柱样：ϕ24.48×15.93

柱样：ϕ24.93×84.62

表2 程序1的参数及计算结果

Table 2 Parameters and computing results of

program-1

样号

2
18

23

总迭代次数

不收敛

不收敛

19 394

相对误差/%

9.07

初始值

c（0）=0.5
τ（0）=1.0×10-6

m（0）=0.9
ρ
( )0
0 =4 000

计算结果

c=0.796 784
τ=3.213 45×10-6

m=0.999 83
ρ0=4 003.354 93

表3 程序1的运行过程

Table 3 Processing of program-1

样
号

23

迭代
次数

3 000
8 000

15 000

相对
误差

593.4 %

164.72 %

43.61 %

当前迭代值

ρ
( )k
0 m

( )k
c
( )k

τ
( )k

4 314.495 3
4 394.180 4
4 009.352 6

0.897 643
0.958 395
0.999 875

0.698 743
0.768 959
0.719 845

1.029 5×10-6

3.019 4×10-6

3.579 9×10-6

表4 程序2的参数及计算结果

Table 4 Parameters and computing results of

program-2

样号

2
18

23

总迭代次数

不收敛

不收敛

8 394

相对误差/%

9.56

初始值

c（0）=0.5
τ（0）=1.0×10-6

m（0）=0.9
ρ
( )0
0 =4 000

计算结果

c=0.795 344 2
τ=3.228 42×10-6

m=0.992 713 56
ρ0=4 002.566 89

Δ Δ Δ

表1 8XX井部分岩心钻切档案资料

Table 1 Records of several rock cores of well-8XX

图2 岩心复电阻率频谱数据（数据点）与用程序求出的

参数绘制的频谱曲线（实线）对比

Fig. 2 Comparison between real measured complex resistivity data and the calculations from program

复
电
阻
率

/(
Ω
·

m
)

复
电
阻
率

/(
Ω
·

m
)

频率/kHz 频率/kHz
a.2号样 b.18号样
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4 结论与讨论

1）焦石坝地区页岩储层的参数 c变化范围较

大，因而不能采用前人设计的简化的 Cole-Cole模
型，而必须使用标准Cole-Cole模型。同时，参数τ值

过小，严重影响了最小二乘法寻优程序的收敛性。

2）通过分析标准Cole-Cole模型函数的极值点

和渐近特性，发现参数τ值可以直接利用虚部曲线的

极小值位置求出。同时，给出了 ρ0、m和 c这3个参数

较好的迭代初始值计算方法，显著改善了最小二乘

法程序的收敛性。

3）对于复杂的非线性寻优问题，如果将搜索步

长设为固定值可能造成收敛速度过慢，而在迭代点

的邻域内，对寻优目标函数进行泰勒级数展开，可获

得最优的搜索步长，使得算法收敛速度加快。

4）本文并未考虑算法的鲁棒性。事实上，由于

TH2839A阻抗分析仪的相敏部件的测量误差，以及

焦石坝地区的一些复杂的矿物，使得在某些频率段

岩心复电阻率与标准 Cole-Cole模型有较大差异。

这些异常数据对算法鲁棒性提出了一定要求，下一

步工作将围绕此问题展开。
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样
号

23

迭代
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当前迭代值

ρ
( )k
0 m

( )k
c
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τ
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τ
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表7 程序3的运行过程

Table 7 Processing of program-3
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